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基于改进的 GRNN-Markov 水质预测模型研究及应用 
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摘  要：【目的】针对水环境系统的复杂性，结合 GRNN 网络预测模型和马尔科夫理论，构建了改进 GRNN-Markov

水质预测模型，为模拟不确定性、复杂多变的河流水质变化趋势提供可靠的方法依据。【方法】以汾河入黄口主要污

染物 CODcr 为研究指标，采用 3 准则对水质监测资料进行预处理，利用灰色关联分析（GRA）确定输入节点，解

决 GRNN 网络对关键参数不能自动寻优的缺点，同时采用改进 GRNN 模型对水质数据进行模拟预测，针对水质预

测数据的随机波动性，通过 Markov 模型修正误差残值，以达到更好的预测结果，为水环境保护与治理提供新思路、

新方法。【结果】改进 GRNN-Markov 水质预测模型，可以提高水质预测结果的精度，使相对误差从-38.27%~-15.71%

提高到-25.77%~-5.25%，修正结果更加接近实测值。【结论】验证了组合模型在小样本水质预测中的可行性，为水环

境管理提供了科学依据。 
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0 引 言*
 

水环境系统具有复杂性及多变性的特点，实现对

河流水质的模拟和准确预测，将为水环境保护与规划

提供科学依据。河流水质预测的主要方法有 ARIMA

模型法（时间序列法）[1-2]、Multiple Regression 模型

法（多元回归法）[3]、模糊逻辑法[4]、Artificial Neural 

Network 简称 ANN（人工神经网络法）等[5-6]。国内

外学者在水质、水量预测研究方面已取得一些研究成

果。刘东君等[8]采用最优加权组合模型对再生水补给

的永定河水质（溶解氧 DO）进行了预测，拟合结果

表明，组合模型相对应于单一模型而言，可以平衡偏

差，提高预测精度，使模型适用性更好。刘洁等[9]为

实现河流水质的实时预警预测，构建了基于

IGA-BPNN（遗传-神经网络）的水质预测模型，预测

结果表明，该模型可以有效地识别长时间的水质异
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常情况或显著的瞬时水质变化。张文丽等 [10]利用

GM（1，1）贫数据建模和 GRNN 非线性适应能力强

的优点，构建了灰色广义回归神经网络预测模型，并

将该模型应用于工业废水排放量预测中，研究显示，

对比 GRNN 模型和改进 GM 模型，该模型能更准确地

对废水排放量进行模拟。赵雪花等[11]针对径流序列的

非线性和噪声特性，构建了基于 CEEMD-GRNN 组合

的月径流预测模型，该模型能够有效提高预测精度，

为径流预测提供一种新的有效方法。王雪冬等[12]采用

广义回归神经网络对矿井涌水量进行了预测，研究表

明 GRNN 模型较 BP 网络在训练样本数量较少时预测

精度更高，对矿井涌水量预测结果准确、可靠。陶志

勇等[13]针对复杂的水环境，建立了 FOA-GRNN 水质

预测模型，并以太湖水质为例进行了预测，并与其他

模型相比，研究表明其仿真结果稳定性强、精度高，

论证了该模型在水质预测方面的优越性，为水环境决

策管理提供了科学依据。王昱文等[14]为解决传统水质

预测方法的不足，针对长江流域水质现状，提出了基

于复合神经网络的多元水质预测（MWQP）模型，经

对比试验，该模型具有预测精度高、适用性强等优点。 

由以上研究发现，单一的 BP 神经网络模型在进
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行预测时存在学习速度慢、易陷入局部极值，预测精

度不高等缺点，相对于 BP 神经网络模型，GRNN 网

络模型具有收敛速度快、非线性逼近能力强、预测精

度较好等优点，但也存在计算复杂度高、空间复杂度

高、且模型精度依赖于光滑因子（Spread 值）等缺点。

采用组合模型（其他算法改进神经网络模型）进行预

测时，相对于单一模型而言，其适用性更强，预测精

度更高，但对于受外界干扰较大，易发生波动的随机

数据，其预测精度会降低。本研究在前人研究的基础

上，针对河流水环境系统的复杂性和多变性，结合

GRNN 网络较强的非线性映射能力和高精度逼近能

力，通过构建改进 GRNN-Markov 水质预测模型，先

利用 GRNN 网络所需样本数量少、对解决非线性问

题有着很好实用性的优点，对历史水质数据进行模拟、

得出较好的预测结果，再针对水质预测数据的随机波

动性，通过 Markov 模型修正误差残值，达到更好的

预测精度，从而实现 GRNN 网络与 Markov 模型的优

势互补，为模拟不确定性、复杂多变的河流水质变化

趋势提供可靠的方法和依据，为水环境保护与治理提

供新思路、新方向[15]。 

1 基本原理及方法 

1.1 广义回归神经网络—GRNN 

GRNN 广义神经网络是高度并行径向基网络的

一个分支，其进行非线性回归分析根据的是数理统计

的原理[16]。GRNN 网络具有很强的非线性映射能力

和柔性网络结构以及高度的容错性和鲁棒性，适用于

解决非线性问题[17]。GRNN 网络在结构上与 RBF 网

络较为相似，其网络结构如图 1 所示。GRNN 网络在

逼近能力、分类能力和学习速度方面具有较强优势，

网络最后收敛于样本量积聚最多的优化回归面，并且

在数据缺乏时效果也较好[18]。 

设随机变量 x 和随机变量 y，则 GRNN 模型 y 的

预测输出𝑦̂为： 
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式中：y
∧
为输入是x时，y的预测输出；E[y|x]为输出向

量y的期望值；f(x, y)为随机变量x和随机变量y的联合

概率密度函数。 

采用 Parzen 非参数估算得到 GRNN 网络的概率

密度函数 ( , )f x y ： 
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经过积分变换即可得到 GRNN 模型的网络输出

为𝑦̂： 
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式中： , ( 1,2,3, , )i ix y i n  分别为随机变量 ,x y 的样

本观测值； p 为随机变量 x 的维数；σ为光滑因子。 
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图 1 广义回归网络结构图 

Fig.1  Generalized regression network structure diagram 

1.2 灰色关联分析法 

将灰色关联分析[19]（GRA）与 GRNN 网络模型

相结合，可解决 GRNN 网络建模过程中输入节点无

法自动寻优的缺点。关联度计算步骤如下： 

1）首先，对参考序列 X0 和比较序列 Xi 进行无量

纲化处理。 

X0(k), k=1, 2, 3,…, n，   （4） 

 ( ) 1,2, 1,2, ,
i i

X X k k n i m      。 （5）

2）其次，计算参考序列与比较序列的关联系数
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式中：ρ为分辨系数，0 1  ，一般情况下 ρ=0.5。 

3）最后，根据计算所得的关联系数求出关联度。 
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式中：ri为关联度，其值越大，则比较序列 Xi 与确定

序列 X0 关系越密切。 

1.3 马尔科夫模型 

马尔科夫预测法，是一种关于事件发生的概率预

测方法，它将时间序列看成一个随机过程，通过事物

不同状态的初始概率与转移概率，确定未来状态的发

展[20]。其定义为：如果对任何一列状态 i0, i1,…in-1, i, j，

及对任何 n≥0，随机过程{Xn , n≥0}满足：

P{Xn+1=j│X0=i0, …, Xn-1=in-1, Xn=i}= P{Xn+1=j│Xn=i}，

则随机过程{Xn , n≥0}为离散时间马尔科夫链[21]。

本研究在进行水质预测时，先将 GRA—GRNN
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模型预测值与实测值的相对误差作为一个随机序列，

采用黄金分割率对马尔科夫链的状态区间进行划分，

计算状态转移概率和状态转移矩阵，确定水质预测值

状态，从而对误差进行修正，进而提高水质预测精度。

改进 GRNN-Markov 模型算法流程如图 2 所示。 

采用灰色关联度分析
确定输入变量

P为输入变量

T为输出变量

确定隐含层神经元

确定隐含层神经元
权值和阈值

得出隐含层输出
既为输出层输入

调用sim函数开始测

试

采用隐含层神经元
权值和阈值

输入测试样本

输出层通过purelin

函数计算网络输出

仿真预测得出结果

计算误差
序列的均值

建立误差分级标准

确定各时段误差所
对应的状态

计算概率转移矩阵

马尔科夫链修正 GRNN

预测误差残值

图 2 改进 GRNN-Markov 模型算法流程图 

Fig.2  Algorithm flowchart of the improved GRNN-Markov model 

1.3.1 马尔科夫链的状态划分 

应用式（8）黄金分割率对马尔科夫链的状态区

间进行划分，由于状态区间分级序列须为正值，先采

用式（9）将水质监测数据归一化到[0，1]之间，再利

用式（10）将划分区间还原[22]。
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1.3.2 状态转移概率与状态转移矩阵 
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由 Pij组成的矩阵(Pij)i, j∈I叫作一步状态转移概率

矩阵，记作 P1。

P1=(Pij)i, j∈I。          （12）

1.3.3  Markov 修正 GRA-GRNN 网络预测结果 

采用式（13）对 GRNN 网络预测结果进行修正。 

（13） F=Fg/(1-q) ，

式中：Fg 为预测值；q 为原状态区间的分界值。

2 改进�GRNN-Markov 水质预测模型的建立 

本研究在 GRNN 预测模型和马尔科夫理论的

基础上，构建改进 GRNN-Markov 水质预测模型。

该组合模型由 3 个部分组成，首先对水质监测数据

进行处理，剔除异常数据，利用灰色关联分析

（GRA）确定GRNN 模型的输入节点。其次，采

用训练数据对GRNN 模型进行泛化，利用预测样

本对改进 GRNN进行验证。最后，采用 Markov 模
型修正误差残值，以得到更为准确的预测结果。 

改进 GRNN-Markov 模型算法流程如图 2 所示。 

3 应用实例 

3.1 预测因子及 GRNN 网络输入节点的确定 

近年来，汾河入黄口水质污染严重，其中化学需

氧量（CODcr）、氨氮（NH3-N）及挥发酚 3 项指标尤

为严重，本研究将污染最严重的指标 CODcr作为研究

对象，进行水质预测模拟分析。汾河入黄口图如图 3

所示。 

图 3 汾河入黄口图 

Fig.3  Schematic of Fen River’s estuary to Yellow River 

本研究收集到汾河入黄口近年来枯水期水质监

测资料，共计 27 个监测样本，采用3 准则（拉依达）

对水质监测资料进行预处理，剔除异常测值。根据灰

色关联分析（GRA）确定与 CODcr 关联度的密切的

比较序列，作为广义回归神经网络（GRNN）的输入

节点，通过关联度计算后，选取与确定序列关联密切

的 NH3-N、挥发酚、水温（T）、生化需氧量（BOD5）

及化学需氧量（CODcr）自身作为 GRNN 模型的输入

节点，建立 GRA-GRNN 改进模型，解决 GRNN 模型

不能自动寻优输入节点的缺点，提高网络模型的可靠

性。CODcr 关联度计算结果如图 4 所示。各监测因子

月平均水质监测数据如图 5 所示。 

3.2  GRA-GRNN 水质预测模型 

GRA-GRNN模型在结构上与RBF网络较为相似，

且具有逼近能力强和学习速度快等优点，对于小样本

数据也能够精确预测，由于长系列水质监测数据不易
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获取，因此本研究采用 GRA-GRNN 改进模型对水质

进行预测。 

3.2.1  GRA-GRNN 模型的建立与泛化 

利用训练数据对改进 GRNN 网络进行参数的确

定和网络拓扑结构的训练，以保证预测模型得到最佳

的泛化程度，其本质上是一个优化问题，即最小化改

进 GRNN 网络水质预测误差。本研究训练样本 20个，

样本编号 1#~样本编号 20#，预测样本为 7 个，样本

编号 21#~样本编号 27#。 图 4  CODcr关联度计算结果图

Fig.4  Correlation calculation result graph of CODcr 

(a) 水温、NH3-N、BOD5、CODcr月平均水质监测数据 

(b) 挥发酚、石油类月平均水质监测数据

图 5 监测断面各监测因子月平均水质监测数据图 

Fig.5  Water quality monitoring data of Monitoring section 

GRNN 网络中 SPREAD 为径向基函数的扩展速

度，默认值为 1，为了选取合适的 SPREAD 值，采取

循环训练的方法，从而达到最好的模拟效果。

SPREAD 值越小，网络对样本的逼近就越强；SPREAD

值越大，网络对样本数据的逼近过程就越平滑，但误

差也相应增大。本研究经过反复程序运行，确定

SPREAD 值为 0.8 时，所选数据的拟合结果较好。

GRNN 训练样本实测值和拟合值对比如图 6 所示。 

图 6  GRNN 训练样本实测值和拟合值对比图 

Fig.6  Comparison diagram of GRNN training 

   samples measured and fitted values

3.2.2  GRA-GRNN 模型的验证 

利用预测样本（样本编号 21#~样本编号 27#）对

训练后的 GRNN 河流水质预测模型的性能和泛化能

力进行验证。GRA-GRNN 水质模型预测结果、相对

误差如表 1 和图 7 所示。 

表 1  GRA-GRNN 模型预测值与实测值的相对误差 

Table 1  Relative error of GRA-GRNN  

predicted values and measured values 

样本序号 
CODcr 质量浓度 

实测值/(mg·L
-1

)

CODcr 质量浓度 

预测值/(mg·L
-1

)
相对误差/% 

21# 108.00 124.97 -15.71 

22# 97.60 131.91 -35.15 

23# 84.90 116.75 -37.51 

24# 111.00 128.88 -16.11 

25# 118.00 139.98 -18.63 

26# 82.00 113.38 -38.27 

27# 94.00 116.12 -23.53 
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图 7 改进 GRNN 模型预测值与实测值对比图 

Fig.7  Comparison diagram of improved GRNN 

predictive values and measured values 

由表 1 和图 7 可知： 

1）GRA-GRNN 预测模型可以对汾河入黄口小样

本水质进行预测，水质预测结果介于 113.38~139.98 

mg/L 之间，相对误差介于-38.27%~-15.71%之间。其

中 22
#、23

#、26
#样本相对误差较大，分别为-35.15%、

-37.51%、-38.27%。

2）由 GRA-GRNN 预测模型对汾河入黄口水质

预测结果及相对误差可知，该模型可用于河流水质预

测，但也存在一定的局限性，当河流水质变化比较平

稳时，模拟与验证精度较好，当水质浓度变化较大时，

GRA-GRNN 模型预测误差会增大，分析其原因主要

是水环境系统的复杂性、多变性，导致水质数据变化

的非线性特点，尽管水质数据经过归一化处理、转换，

但仍无法满足平稳、正态、零均值这一前提条件，从

而导致预测结果精度降低。 

表 2 相对误差状态分布 

Table 2  Relative error state distribution 

序号 
CODcr 质量浓度 

实测值/(mg·L
-1

)

CODcr 质量浓度 

预测值/(mg·L
-1

)

归一化 

相对误差 
状态 

1# 115.75 128.781 3 0.450 2 E2 

2# 122.51 135.490 5 0.468 5 E2 

3# 150.73 152.339 1 0.732 3 E2 

4# 118.92 132.566 7 0.444 2 E2 

5# 162.00 157.868 5 0.832 4 E2 

6# 141.12 150.062 8 0.586 4 E2 

7# 165.22 165.407 5 0.758 7 E2 

8# 106.93 109.006 8 0.708 1 E2 

9# 165.67 158.629 7 0.879 5 E2 

10# 188.00 171.825 9 1.000 0 E3 

11# 148.00 154.788 4 0.634 9 E2 

12# 116.00 131.692 8 0.387 3 E2 

13# 191.48 189.052 9 0.796 9 E2 

14# 82.22 104.846 5 0.000 0 E1 

15# 136.00 139.163 7 0.697 4 E2 

16# 145.02 147.145 7 0.721 3 E2 

17# 97.54 116.821 1 0.214 6 E1 

18# 109.07 134.083 3 0.127 0 E1 

19# 128.37 137.822 5 0.558 0 E2 

20# 88.00 104.353 1 0.247 4 E1 

3）Markov 模型适用于预测随机变化性强的数据，

为了提高 GRA-GRNN 水质模型的预测精度，达到预

期的预测结果，本研究将 Markov 引入 GRA-GNRR

模型，弥补 GRA-GNRR 模型对多变性和波动性数据

预测精度低的不足。 

3.3 采用 Markov 修正 GRA-GRNN 模型预测误差 

GRA-GRNN 网络水质预测模型训练样本所得的

相对误差状态分布如表 2 所示，本研究采用黄金分割

率对马尔科夫链的状态区间进行划分，划分结果如表

3 所示。 

表 3 马尔科夫状态区间划分结果 

Table 3  Division result Markov state interval 

状态 归一化相对误差界限 相对误差界限 

E1 [0,0.347 5] [-0.275 2,-0.149 7] 

E2 （0.347 5,0.909 8） （-0.149 7,0.053 4） 

E3 [0.909 8,1] [0.053 4,0.086 0] 

根据划分的状态集，确定状态转移概率，计算状

态转移矩阵。状态转移矩阵 P
(1)

~P
(7)计算结果。

P(1)= [
0.333 3 0.666 7 0.000 0

0.200 0 0.733 3 0.066 7

0.000 0 1.000 0 0.000 0

] 

P(2)= [
0.244 4 0.711 1 0.044 4

0.213 3 0.737 8 0.048 9

0.200 0 0.733 3 0.066 7

] 

P(3)= [
0.223 7 0.728 9 0.047 4

0.218 7 0.732 1 0.049 2

0.213 3 0.737 8 0.048 9

] 

P(4)= [
0.220 3 0.731 1 0.048 6
0.219 3 0.731 9 0.048 8
0.218 7 0.732 1 0.049 2

] 

P(5)= [
0.219 7 0.731 6 0.048 7
0.219 5 0.731 7 0.048 8
0.219 3 0.731 9 0.048 8

] 

P(6)= [
0.219 5 0.731 7 0.048 8
0.219 5 0.731 7 0.048 8
0.219 5 0.731 7 0.048 8

] 

P(7)= [
0.219 5 0.731 7 0.048 8
0.219 5 0.731 7 0.048 8
0.219 5 0.731 7 0.048 8

] 

表 4 为 GRA-GRNN 预 测 值 及 改 进

GRNN-Markov 修正模型预测值对比表，图 8 为实测

值、预测值与 Markov 修正值对比图，图 9 为改进

GNRR 模型与 Markov 修正模型相对误差对比图。 

表 4  GRA-GRNN 预测值及改进 

GRNN-Markov 修正模型预测值对比表 

Table 4  GRA-GRNN predictions and GRNN-Markov corrections 

样本 

序号 

质量浓度 

实测值/ 

(mg∙L
-1

)

改进 GRNN 模型 改进 GRNN-Markov 修正模型 

质量浓度 

预测值/ 

(mg∙L
-1

)

相对 

误差/% 

质量浓度 

预测值/(mg∙L
-1

)

相对 

误差/% 

21# 108.00 124.97 -15.71 113.67 -5.25 

22# 97.60 131.91 -35.15 119.97 -22.92 

23# 84.90 116.75 -37.51 106.19 -25.07 

24# 111.00 128.88 -16.11 117.23 -5.61 

25# 118.00 139.98 -18.63 127.32 -7.90 

26# 82.00 113.38 -38.27 103.13 -25.77 

27# 94.00 116.12 -23.53 105.62 -12.36 
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图 8 实测值、预测值与 Markov 修正值对比图 

Fig.8  Comparison diagram of measured values 

predictive values and Markov corrections 

图 9 改进 GNRR 模型与 Markov 修正模型相对误差对比图 

Fig.9  Relative error comparison chart of improved 

    GRNN predicted and Markov corrections 

由图 8—图 9、表 4 可知： 

1）改进 GRNN-Markov 模型水质预测结果介于

103.13~127.32 mg/L之间， 相对于GRA-GRNN模型，

22#、23#、26#样本预测结果相对误差分别从-35.15%、

-37.51%、-38.27%提高到了-22.92%、-25.07%、25.77%。

由此可知，GRA-GRNN 模型预测结果存在一定程度

的波动导致稳定性较差，且预测精度低于改进

GRNN-Markov 模型。

2）马尔科夫模型适用于预测随机波动大的动态

水质变化过程，本研究将马尔科夫理论引入

GRA-GRNN 模型，将 GRA-GRNN 模型预测值与实

测值的相对误差作为随机序列，划分马尔科夫状态区

间，计算概率转移矩阵，修正误差残值，提高预测精

度。经过马尔科夫模型的修正，水质预测结果的相对

误差从-38.27%~-15.71%提高到-25.77%~-5.25%，修

正结果更加接近实测值，从而实现了 GRA-GRNN 模

型与 Markov 模型的优势互补，为模拟不确定性、复

杂多变的河流水质变化趋势提供了可靠的方法依据，

为水环境保护与治理提供了新思路、新方向。 

3）改进GRNN-Markov模型相较于单一的GRNN

模型，水质预测精度更高，可见组合模型是水质预测

模型研究的发展方向。亦可将该组合模型应用于水库、

湖泊水质预测研究，探讨其适用性。 

4）值得注意的是，GRNN 模型的稳定性与预测

精度主要取决于光滑因子  ，今后还可进一步对

GRNN 模型进行优化及算法处理，寻求 Spread 最优

值，最终确定合适的光滑因子，优化 GRNN 模型，

再将其与 Markov 模型相结合，可为水质预测模型提

供新的研究方向。 

4 结 论 

1）GRA-GRNN 预测模型及改进 GRNN-Markov

模型均可以对汾河入黄口水质进行预测。改进

GRNN-Markov 模型水质预测结果介于 103.13~127.32 

mg/L 之间，相对于 GRA-GRNN 模型，22#、23#、26#

样本预测结果相对误差分别从-35.15%、-37.51%、

-38.27%提高到了-22.92%、-25.07%、25.77%。由此

可知，GRA-GRNN 模型预测结果存在一定程度的波

动 导 致 稳 定 性 较 差 ， 且 预 测 精 度 低 于 改 进

GRNN-Markov 模型。

2）马尔科夫模型适用于预测随机波动大的动态

水质变化过程，本研究将马尔科夫理论引入

GRA-GRNN 模型，将 GRA-GRNN 模型预测值与实

测值的相对误差作为随机序列，划分马尔科夫状态区

间，计算概率转移矩阵，修正误差残值，提高预测精

度。经过马尔科夫模型的修正，水质预测结果的相对

误差从-38.27%~-15.71% 提高到-25.77%~-5.25%，修

正结果更加接近实测值，从而实现了 GRA-GRNN 模

型与 Markov 模型的优势互补，为模拟不确定性、复

杂多变的河流水质变化趋势提供了可靠的方法依据，

为水环境保护与治理提供了新思路、新方向。 

3）对于不确定性、复杂多变的河流水环境系统、

且样本数量有限时，可构建组合模型（改进

GRNN-Markov 模型、GM-Markov 模型等）提高水质

预测精度，是水质预测模型研究的发展方向。亦可将

该模型应用于水库、湖泊水质预测研究，探讨其适用

性。今后还可进一步对模型进行优化及算法处理，以

期达到更为精确的水质预测结果。 
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Water Quality Prediction Model 
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Abstract:【Objective】In view of the complexity of the water environment system, combined with the GRNN 

network prediction model and Markov theory, an improved GRNN-Markov water quality prediction model was 

constructed. This model, which provides a reliable method for simulating uncertain, complex and variable river 

water quality trends.【Method】 According to actual situation of water quality in Fen River’s estuary to Yellow River, 

taking the main pollutant CODcr as the research index, the water quality monitoring data were preprocessed using the 

Laida criteria. Using Grey Relational Analysis to determine input nodes of GRNN Network which solved the 

problem that the GRNN network unable to auto select and optimize input nodes. At the same time, the improved 

GRNN model was used to simulate and predict the water quality data. In view of the random fluctuation of the water 

quality prediction data, the Markov model was used to correct the error residual value to achieve better prediction 

results and provide new ideas and methods for water environmental protection and governance. 【Result】The 

combined model provides new ideas and methods for water environmental protection and governance. The research 

show that the improved GRNN-Markov water quality prediction model can improve the accuracy of water quality 

prediction results. Relative error was -38.27%~-15.71% based on GRA-GRNN model, Relative error was 

-25.77%~-5.25% based on improved GRNN-Markov water quality prediction model, the correction result was close

to the measured value. 【Conclusion】 This combination model can be used in water quality prediction based on

small sample data. This study provides a scientific basis for water environment management.

Key words: grey relational analysis (GRA); improved GRNN-Markov model; Fen River’s estuary to Yellow River;

water quality prediction
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